
1 Funkcje

1.1 Granice funkcji, ci¡gªo±¢

1. Zbadaj, czy istniej¡ poni»sze granice: lim
x!1

jx�1j3
jx�1j ; lim

x!0

sgn(x)
sgn(x5) ; lim

x!0

1
1+e1=x

:

2. Wyka», »e nie istniej¡ granice: lim
x!1

sinx; lim
x!0+

cos 1
�x ; lim

x!0

1
jxj :

3. Wyznacz granice funkcji: lim
x!0

tg8x
tg2x ; lim

x!0

arcsin5x
arcsin9x ; lim

x!0

tg3x
arcsin6x ; lim

x!0

arctg2x
sin 4x ; lim

x!�1
ln(2x+1)
ln(3x+1) .

4. Wyznacz granice funkcji: lim
x!0

3x�4x

6x ; lim
x!0

ex�1
sin 2x ; lim

x!0

ex�e�x
tgx ; lim

x!1

4�3x�3�4x
2�6x�6�2x ; lim

x!�=2

ln(1+cos x)
ln(1+cos 3x) :

5. Oblicz lim
x!0

ln(arcsin 6x)

ln(arcsinx)
; lim
x!1

�
x

x� 1
� 1

lnx

�
; lim
x!0

�
ctgx� 1

x

�
; lim
x!0

p
1+sin x�p1�sin x

tg2x .

6. Uzasadnij, »e funkcje s¡ ci¡gªe w podanych punktach: f(x) = x3

1�3x2 ; x0 = 0; g(x) = cos(2x � 3); x0 = 2; h(x) =
arctg(x� �); x0 = �:

7. Zbadaj ci¡gªo±¢ funkcji w podanych punktach f(x) = x2

1�x3 ; x0 = 1; g(x) = 21=x; x0 = 0; h(x) = arctg x� ; x0 = �:

8. Zbadaj ci¡gªo±¢ funkcji w punktach x0 = 0; x1 = 2

f(x) =

8<
:
� sin 2x dla x < 0;
arccos(x� 1) dla x 2 [0; 2];
x

x�2 dla x > 2;

9. Wyznacz granice funkcji: lim
x!0

2x�arcsinx
2x+arcsinx ; lim

x!0

sin2 x
ln(cos 3x) ; limx!0

h
ex�e�x
x�sin x

i
.

10. Znajd¹ i zbadaj wszystkie punkty nieci¡gªo±ci funkcji y =
21=x � 1

21=x + 1
.

11. Dobierz parametr a tak, aby funkcja

f(x) =

8<
:

arctg x dla x < 0;
1
� arccos(x� 1) + a dla x 2 [0; 2];p
x� 2� 1 dla x > 2;

byªa ci¡gªa w punkcie x0 = 2. Narysuj wykres funkcji f dla wyznaczonego a. Wyznacz f�1(f�1g).
12. Dobierz parametr a tak, aby funkcja

f(x) =

8<
:
�p2� 2x� 1 dla x ¬ �1;
arctg x+ a dla x 2 (�1; 0);
x2 dla x ­ 0;

byªa ci¡gªa w punkcie x0 = �1. Narysuj wykres funkcji f dla wyznaczonego a. Wyznacz f�1(f1g).
13. Dobierz a; b tak aby funkcja byªa ci¡gªa w punkcie x0 = 0

f(x) =

8><
>:

ex�1p
x

dla x > 0;

b+ limn!1
n
p
1 + 2n + 3�n dla x = 0;

a� sin2 x
x dla x < 0:

14.Zbadaj ci¡gªo±¢ funkcji y = jx� 1jex.
15. Niech f : R! R; a; b > 0

f(x) =

8>>>>><
>>>>>:

arcsinax
x dla x 2 [�1; 0);

blnbx
lnax dla x 2 (0;1);

lim
x!0+

�
ln 1

x

�x
dla x = 0:

Dobierz parametry a; b tak aby funkcja byªa ci¡gªa na [�1;1).
16. Dobierz parametry a; b tak, aby funkcja

f(x) =

8<
:
�p�x� 1� 1 dla x ¬ �1;
arctg x+ a dla x 2 (�1; 0);
x2 + b dla x ­ 0;

byªa ci¡gªa w R. Narysuj wykres funkcji f dla wyznaczonych parametrów a; b. Wyznacz f�1(f1g).
17. Dobierz parametry a; b tak, aby funkcja

f(x) =

8<
:

x2 � x+ b dla x < 0;
1
� arccos(x� 1) + a dla x 2 [0; 2];p
x� 2� 1 dla x > 2;

byªa ci¡gªa w R. Narysuj wykres funkcji f dla wyznaczonych a; b. Wyznacz f�1(f�1; 0g).
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1.2 Asymptoty wykresu funkcji. Pochodna funkcji, zastosowania.

1. Oblicz pochodn¡ funkcji f(x) = [arcsinx]4x; f(x) =
�
arcsin

p
1� x2

�2
; y =

�
1 + 2

p
x5 + 6 sinx

�11=5
.

2. Znajd¹ styczn¡ do paraboli y = 1
3 (x

2 � 3x+ 3) równolegª¡ do prostej y = x

3. Napisz równanie stycznej do wykresu funkcji y = lnx
x w punkcie (e; y0).

4. Napisz równanie stycznej do wykresu funkcji y = xln(x2) w punkcie (
p
e; y0).

5. Wyznacz wszystkie asymptoty funkcji f(x) = 2�2x3

x2�4 ; g(x) = (x� 2)e
1

x�2 ; h(x) = 2�2x3

x2�4 .

6. Wyznacz wszystkie asymptoty funkcji y = x2+x+1
x2+5x+6 ; g(x) =

x3+1
3x�2x2 ; h(x) =

3x
2 ln(e� 1

3x ); p(x) =
2�2x3

x2�4 .

7. Wyznacz ekstrema lokalne oraz przedziaªy monotoniczno±ci i wypukªo±ci funkcji f(x) = x2 + 4ln(x � 3); g(x) =

x e�x
2

.
8. Narysuj wykres funkcji y = 1 � ln(x+ 1) oraz wyznacz równanie stycznej do wykresu w punkcie przeci¦cia sie
wykresu z osi¡ Ox. Narysuj wykres funkcji y = 1 + ex+2 oraz wyznacz równanie stycznej do wykresu w punkcie
przeci¦cia sie wykresu z osi¡ Oy.
9. Podaj twierdzenie de L'Hospitala oraz przykªady jedgo zastosowania. Oblicz lim

x!1
�
sin 1

x + cos 1
x

�x
.

10. Podaj WKW I ekstremum lokalnego funkcji. Wyznacz ekstrema lokalne funkcji, przedziaªy monotoniczno±ci,
wypukªo±ci i wkl¦sªo±ci i punkty przegi¦cia funkcji f(x) = xln 1

x2 ; g(x) = x3e1=x.
11. Wyznacz przedziaªy w których funkcja f(x) = xln 1

x2 jest jednocze±nie malej¡ca i wkl¦sªa.
12. Znajd¹ przedziaªy monotoniczno±ci, wypukªo±ci i wkl¦sªo±ci i punkty przegi¦cia funkcji: f(x) = ln(1 + x2).
13. Oblicz: lim

x!1
(x
p
x2 + 1� x2); lim

x!0+
(ctg x)sin x; lim

x!0+

�
�
2 � arctg 1

x

�x
; lim
x!1+

xln(x�1).

14. Oblicz: lim
x!1

(x� 2)2f 0(x) dla f(x) =
q

x�1
x+1 ; lim

x!1

�
2x+3
2x+1

�x+1

.

15. Znajd¹ przedziaªy monotoniczno±ci, wypukªo±ci i wkl¦sªo±ci i punkty przegi¦cia funkcji: f(x) = x2 e�x
2

.
16. Znajd¹ wszystkie asymptoty i ekstrema lokalne funkcji: f(x) = x� lnx2.
17. Wyznacz asymptoty i ekstrema lokalne funkcji: f(x) = ex

x .
18. Wyznacz dziedzin¦ , ekstrema, asymptoty oraz przedziaªy monotoniczno±ci, wypukªo±ci i wkl¦sªo±ci i punkty

przegi¦cia funkcji: y = (x� 4)e
1

x�4 .
19. Znajd¹ najwi¦ksz¡ i najmniejsz¡ warto±¢ funkcji

f(x) =

�
2x2 + 2

x2 dla 0 < jxj ¬ 2j
1 dla x = 0

20. Znajd¹ przedziaªy monotoniczno±ci, wypukªo±ci i wkl¦sªo±ci i punkty przegi¦cia funkcji: f(x) = 3
p
2x2 � x3

21. Zbadaj ci¡gªo±¢ i ró»niczkowalno±¢ funkcji y = jx� 1jex.
22. Wyznacz przedziaªy monotoniczno±ci i ekstrema funkcji y =

3
p
x2e�x.

23. Znajd¹ przedziaªy monotoniczno±ci, wypukªo±ci i wkl¦sªo±ci i punkty przegi¦cia funkcji: f(x) = x3+2
(x+1)2 .

24. Wyznacz przedziaªy wypukªo±ci i wkl¦sªo±ci i punkty przegi¦cia funkcji f(x) = x e�x
2

.
25. Wyznacz asymptoty i ekstrema lokalne funkcji f(x) = x�2p

x2+1
.

26. Zbadaj przebieg zmienno±ci funkcji: f(x) = (lnx)2 � 2lnx.
27. Znajd¹ wszystkie asymptoty funkcji f(x) = x�2p

x2�4
.

28. Wyznacz przedziaªy w których funkcja f(x) = xln 1
x2 jest jednocze±nie malej¡ ca i wkl¦sªa.

29. Wyznacz ekstrema lokalne i przedziaªy monotoniczno±ci funkcji f(x) = x
1+x2 .

30. Wyznacz przedziaªy wypukªo±ci i punkty przegi¦cia funkcji y = x e1�x
2

.
31. Wyznacz ekstrema lokalne oraz przedziaªy monotoniczno±ci i wypukªo±ci funkcji f(x) = x2 + 4ln(x� 3).
32. Wyznacz przedziaªy w których funkcji: f(x) = (lnx)2 � 2lnx jest ró wnocze±nie malej¡ ca i wypukªa.
33. Wyznacz przedziaªy monotoniczno±ci i ekstrema lokalne funkcji f(x) = x3e1=x.

34. Wyznacz przedziaªy monotoniczno±ci i ekstrema lokalne funkcji f(x) = arctgx� x+ x3

� :

35. Wyznacz ekstrema lokalne i przedziaªy monotoniczno±ci funkcji: f(x) = x4e�x
2

.
36. Wyznacz przedziaªy wypukªo±ci i punkty przegi¦cia wykresu funkcji f(x) = lnx+ ln2x.
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