
Analiza matematyczna, semestr IV

Przykªadowe zadania na zaliczenie

Zadania dla MEK 1

1. Ustali¢, czy caªka ∫
AB

xdy − ydx

zale»y od drogi caªkowania.

2. Udowodni¢, »e funkcja podcaªkowa stanowi ró»niczk¦ zupeªn¡, a nast¦pnie

obliczy¢ caªk¦
(3,0)∫

(−2,−1)

(x4 + 4xy2)dx+ (6x2y2 − 5y4)dy.

3. Obliczy¢ caªk¦ ∫
L

y2dx− x2dy,

gdzie L jest okr¦giem o promieniu 1 i ±rodku

a) w pocz¡tku ukªadu wspóªrz¦dnych, b) w punkcie (1, 1).

4. Znale¹¢ przyci¡ganie jednorodnym póªokr¦giem jednostki masy umie-

szczonej w ±rodku póªokr¦gu.

Zadania dla MEK 2

5. Obliczy¢ caªk¦ ∫
L

xdx+ ydy√
1 + x2 + y2

,

gdzie L jest cz¦±ci¡ elipsy le»¡c¡ w pierwszej ¢wiartce w kierunku zgodnym

z ruchem wskazówek zegara.

6. Obliczy¢ caªk¦ ∫
L

(2a− y)dx+ xdy,

gdzie L jest pierwszym ªukiem cykloidy x = a(t − sin t), y = a(1 − cos t) w

kierunku zgodnym ze wzrostem parametru.
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7. Obliczy¢ caªk¦ ∫
L

x2ds,

gdzie L jest górn¡ cz¦±ci¡ okr¦gu x2 + y2 = a2 zawart¡ mi¦dzy punktami

A(a, 0) i B(−a, 0).

8. Obliczy¢ caªk¦ ∫
L

xyds,

gdzie L jest cz¦±ci¡ elipsy x2

a2
+ y2

b2
= 1 le»¡c¡ w pierwszej ¢wiartce.

Zadania dla MEK 3

9. Wykaza¢, »e pole wektorowe o skªadowych P = 4xy3z4−3y2−16x3z,Q =

6x2y2z4−6xy+2z3, R = 8x2y3z2+6yz2−4x4 ma potencjaª w caªej przestrzeni.

10. Wykaza¢ prawdziwo±¢ wzoru

rot(φA) = φ rotA+ (gradφ× A).

11. Pokaza¢, »e dla dwóch pól wektorowych A i B mamy

div(A×B) = B · rotA− A · rotB.

12. Udowodni¢ wzór

rot(rotF ) = grad(divF )−∇2F.

Zadania dla MEK 4

13. Obliczy¢ caªk¦ powierzchniow¡
∫∫
S

(x2 + y2)dS, gdzie S :
√
x2 + y2 ≤

z ≤ 1.
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14. Obliczy¢ mas¦ powierzchni kuli o równaniu x2 + y2 + z2 = r2, je»eli

g¦sto±¢ powierzchniowa jest wprost proporcjonalna do kwadratu pierwszej

wspóªrz¦dnej.

15. Udowodni¢, »e obj¦to±¢ V bryªy ograniczonej zamkni¦t¡, gªadk¡ i zo-

rientowan¡ powierzchni¡ S, wyra»a si¦ wzorem

V =
1

2

∫∫
S

xdydz + ydzdx+ zdxdy.

Wskazówka: Zastosowa¢ twierdzenie Gaussa-Ostrogradskiego.

16. Obliczy¢ za pomoc¡ twierdzenia Stokesa prac¦ wykonan¡ przez siª¦

F⃗ = (x+ z)⃗i+ (x− y + 2z)⃗j + (y − 4x)k⃗

dziaªaj¡c¡ wzdªu» obwodu trójkata△ABC, którego wierzchoªki maj¡ nast¦pu-

j¡ce wspóªrz¦dne: A(1, 0, 0), B(0, 1, 0), C(0, 0, 1).
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