
Analiza matematyczna, semestr II

Przykªadowe zadania na zaliczenie

Zadania dla MEK 1

1. Niech f(x) =
√
4x+ 1. Obliczy¢ z de�nicji f ′(2).

2. Korzystaj¡c z de�nicji obliczy¢ f ′(0+), gdzie f(x) = x
√
4x− x2.

3. Obliczy¢ pochodne funnkcji:

a) f(u) = logu 5, b) f(u) = logu(u
2 + 3).

4. Wyznaczy¢ f (n)(x), je±li f(x) = sin2 x.

Zadania dla MEK 2

5. Obliczy¢ caªk¦
∫
x cos xdx.

6. Obliczy¢ caªk¦
∫
e
√
xdx.

7. Obliczy¢ caªk¦
∫

1
x3+1

dx.

8. Poda¢ przykªad funkcji, która jest caªkowalna na przedziale [0, 1], lecz nie

ma na tym przedziale caªki nieoznaczonej.

Zadania dla MEK 3

9. Obliczy¢ pole �gury ograniczonej p¦tl¡ linii y2 = x(x− 1)2.

10. Znale¹¢ dªugo±¢ cz¦±ci traktrysy danej parametrycznie

x = a(cos t+ ln tg
t

2
), y = a sin t,

od punktu (0, a) do punktu (x, y).

11. Wyznaczy¢ dªugo±¢ linii r = a sin3 φ
3
.

12. Pokaza¢, »e je±li

c0 +
c1
2
+

c2
3
+ ...+

cn−1

n
+

cn
n+ 1

= 0,

gdzie c0, c1, ..., cn s¡ liczbami rzeczywistymi, to równanie

c0 + c1x+ ...+ cn−1x
n−1 + cnx

n = 0

ma co najmniej jeden pierwiastek rzeczywisty mi¦dzy 0 a 1.
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Zadania dla MEK 4

13. Zbada¢ zbie»no±¢ szeregu
∞∑
n=2

1
lnn

.

14. Pokaza¢, »e je»eli
∞∑
n=1

an jest szeregiem zbie»nym o wyrazach dodatnich

i takim, »e ci¡g {an} jest malej¡cy, to lim
n→∞

nan = 0.

15. Pokaza¢, »e ci¡g funkcyjny {fn}, gdzie fn : R → R, fn(x) =
√
x2 + 1

n
,

jest zbie»ny jednostajnie na zbiorze R.
16. Wyznaczy¢ funkcj¦ graniczn¡ i zbada¢ charakter zbie»no±ci ci¡gu funkcyjnego

{fn} okre±lonego na R, fn(x) = x+ e−nx

n
.

Zadania dla MEK 5

17. Obliczy¢ granic¦ lim
(x,y)→(0,0)

x2−y2

x2+y2
.

18. Zbada¢ ci¡gªo±¢ funkcji

f(x, y) =

{
x2y2

x2+y2
dla (x, y) ̸= (0, 0)

0 dla (x, y) = (0, 0).

19. Niech f(x, y) = arctgx
y
. Pokaz¢, »e ∂3f

∂y2∂x
= ∂3f

∂x∂y2
.

20. Niech ϕ b¦dzie funkcj¡ ró»niczkowaln¡ na R. Pokaza¢, »e funkcja z =

yϕ(x2 − y2) speªnia równanie ró»niczkowe

1

x

∂z

∂x
+

1

y

∂z

∂y
=

z

y2
.

Zadania dla MEK 6

21. Wyznaczy¢ ekstrema lokalne funkcji f(x, y) = xy + 1
2(x+y)

.

22. Spo±ród wszystkich trójk¡tów o danym obwodzie 2p znale¹¢ ten, którego

pole jest najwi¦ksze.
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23. Wykaza¢, »e równanie Laplace'a w R2 postaci

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= 0

we wspóªrz¦dnych biegunowych x = r cos θ, r sin θ wyra»a si¦ wzorem

∂2v

∂r2
+

1

r2
∂2v

∂θ2
+

1

r

∂v

∂r
= 0.

24. Wykaza¢, »e je»eli funkcja f(x, y) jest ró»niczkowalna w wypukªym ob-

szarze G i pochodne cz¡stkowe fx, fy s¡ ograniczone, to wtedy f(x, y) jest

jednostajnie ci¡gªa w obszarze G.
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