
Analiza funkcjonalna, semestr I

Przykªadowe zadania na zaliczenie

Zadania dla MEK 1

1. Sprawdzi¢, czy ci¡g

fn(t) = tn(1− tn), t ∈ [0, 1]

jest zbie»ny w C([0, 1]) i je±li tak, znale¹¢ jego granic¦.

2. Sprawdzi¢, czy ci¡g

fn(t) = arctg nt, t ∈ [−1, 1]

jest zbie»ny w L1(−1, 1) i je±li tak, znale¹¢ jego granic¦.

3. Sprawdzi¢, czy ci¡g

xn =
(n+ 1

2n
,
n+ 1

22n
,
n+ 1

23n
, ...

)
jest zbie»ny w l2 i je±li tak, znale¹¢ jego granic¦.

4. Sprawdzi¢, czy ci¡g

fn(t) =
n
√
t, t ∈ [0, 1]

jest zbie»ny w przestrzeniach C([0, 1]), L∞(0, 1), L2(0, 1) i je±li tak, znale¹¢

jego granic¦.

Zadania dla MEK 2

5. Dla jakich p ∈ [1,∞), zbiór

{(xn) ∈ lp :
∞∑
n=1

xn = 1, ∀n∈N xn ≥ 0}

jest domkni¦ty w lp?

6. Zbada¢ zwarto±¢ zbioru

X = {f ∈ C1([0, 1]) : sup
t∈[0,1]

|f(t)| ≤ 1, sup
t∈[0,1]

|f ′(t)| ≤ 2}
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w przestrzeni C([0, 1]) z norm¡ supremum.

7. Zbada¢ zbie»no±¢ zbioru

X = {f ∈ C([0, 1]) : sup
t∈[0,1]

|f(t)| ≤ 1, f(0) = 0, f(1) = 1}

w przestrzeni C([0, 1]) z norm¡ supremum.

8. W przestrzeni l∞ dane s¡ trzy zbiory:

A1 = {(xn) ∈ l∞ : sup
n∈N

|xn| < 1},

A2 = {(xn) ∈ l∞ : ∀n∈N|xn| < 1},

A3 = {(xn) ∈ l∞ : ∀n∈N|xn| ≤ 1}.

Czy zbiory te s¡ ró»ne? Znale¹¢ wn¦trze Int(Ai) i domkni¦cie Ai ka»dego z

nich.

Zadania dla MEK 3

9. Wprzestrzeni Hilberta l2 znale¹¢ odlegªo±¢ dist(x,A) punktu x = (x1, x2, ...)

od zbioru A = {(t, s, 2s, 0, 0, ...) : t, s ∈ R} ⊂ l2.

10. Znale¹¢ taki wielomian w(t) stopnia co najwy»ej 2, »e warto±¢

1∫
0

(
t3 − w(t)

)2

dt

jest najmniejsza.

11. Niech X = {f ∈ L2(0, 1) : f|(0, 1
2
] ≡ 0} ⊂ L2(0, 1). Znale¹¢ X⊥ i rzut

ortogonalny na X.

12. Obliczy¢

min
a,b,c∈R

{ 1
3∫

0

(t− a)2dt+

2
3∫

1
3

(t− b)2dt+

1∫
2
3

(t− c)2dt

}
.
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Zadania dla MEK 4

13. Dla ka»dego (x1, x2) ∈ R2 niech

A(x1, x2) =
(x1 + x2

2
,
x2 − x1

2

)
.

Wyznaczy¢ norm¦ operatora liniowego A pomi¦dzy wskazanymi przestrze-

niami:

a) A : (R2, || · ||2) → (R2, || · ||2),
b) A : (R2, || · ||∞) → (R2, || · ||1),
c) A : (R2, || · ||1) → (R2, || · ||1).
14. Obliczy¢ norm¦ operatora A : L2(0, 1) → L2(0, 1) okre±lonego wzorem

(Af)(t) =

1∫
0

tsf(s)ds,

gdzie f ∈ L2(0, 1), t ∈ (0, 1).

15. Pokaza¢, »e operator A : c0 → c0 okre±lony wzorem

Ax =
( 1
n
xn

)
,

gdzie x = (xn) ∈ c0, jest ograniczony, ale nie jest otwarty.

16. Pokaza¢, »e operator A : C1([0, 1]) → C([0, 1]) okre±lony wzorem

(Af)(t) = f ′(t),

gdzie f ∈ C1([0, 1]), t ∈ [0, 1], jest liniowy, lecz nie jest ograniczony. Norm¡

w przestrzeniach C1([0, 1]) i C([0, 1]) jest norma supremum.
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