Analiza funkcjonalna, semestr I

Przykladowe zadania na zaliczenie

Zadania dla MEK 1
1. Sprawdzi¢, czy ciag
fa(t) =" (1 =1"), t €0,1]

jest zbiezny w C'([0,1]) i jesli tak, znalezé jego granice.
2. Sprawdzi¢, czy ciag

fn(t) = arctg nt, t € [—1,1]

jest zbiezny w L'(—1,1) i jesli tak, znalez¢ jego granice.

3. Sprawdzi¢, czy ciag

(n +1 n+1 n+1 >
Ty = , , e
2n ~ 22n 7 23n
jest zbiezny w 12 i jedli tak, znalezé jego granice.
4. Sprawdzi¢, czy ciag
fult) = V/t, t €[0,1]
jest zbiezny w przestrzeniach C([0,1]), L>°(0,1), L?(0,1) i jesli tak, znalez¢

jego granice.

Zadania dla MEK 2

5. Dla jakich p € [1, 00), zbior

{(wn) el’: Zzn = 17 vnEN Tp > O}

n=1

jest domkniety w [P?

6. Zbada¢ zwarto$¢ zbioru

X ={feC(0,1)): swp [f() <1, sup |F(8)] <2}

te[0,1] te[0,1]



w przestrzeni C'([0, 1]) z normg supremum.

7. Zbada¢ zbieznosé zbioru

X ={f € C([0,1]) : sup [f(H)] < 1, £(0) =0, f(1) = 1}

te(0,1]
w przestrzeni C([0, 1]) z norma supremum.

8. W przestrzeni [* dane sg trzy zbiory:
Ay = {(z,) €1 :sup |z,| <1},
neN

Ay = {(z,) €17 : Vpen|zn| < 1},
Az = {(z,) €1 : Vpen|za| < 1}

Czy zbiory te sg rozne? Znalezé wnetrze Int(A;) i domkniecie A; kazdego z

nich.

Zadania dla MEK 3

9. W przestrzeni Hilberta [? znalez¢ odleglogé dist(x, A) punktu x = (x1, 7o, ..

od zbioru A = {(t,s,2s5,0,0,...) : t,s € R} C [
10. Znalez¢ taki wielomian w(t) stopnia co najwyzej 2, ze warto$¢
1
2
/<t3 — w(t)> dt
0

jest najmniejsza.

11. Niech X = {f € L*(0,1) : S0y =0} C L*(0,1). Znalez¢ X+ i rzut

ortogonalny na X.
12. Obliczy¢

1
3
min { /(t — a)’dt +
a,b,ceR
0

\w\m

(t — b)2dt + /(t - c)2dt}.

Wl

1
3

)



Zadania dla MEK 4

13. Dla kazdego (z1,x2) € R? niech

1+ T2 xg—x1>

A(xlny) = < 9 s 9

Wyznaczy¢é norme operatora liniowego A pomiedzy wskazanymi przestrze-
niami:

a) A: (R% ]| [l2) = (R, ][ - []2),

b) A (R[] [loc) = (RZ ] - [[1),

) A (R[] [l1) = (R[] - []1)-

14. Obliczy¢ norme operatora A : L?(0,1) — L?(0,1) okreglonego wzorem

1

(Af)(t) = / b/ (s)ds.

0

gdzie f € L*(0,1), t € (0,1).

15. Pokazaé, ze operator A : cg — ¢y okre$lony wzorem
1
Ar = (—xn>,
n

gdzie © = (x,,) € ¢, jest ograniczony, ale nie jest otwarty.
16. Pokaza¢, ze operator A : C'([0,1]) — C([0, 1]) okreslony wzorem

(Af)(E) = f'(t),

gdzie f € C1([0,1]), t € [0, 1], jest liniowy, lecz nie jest ograniczony. Norma

w przestrzeniach C1([0,1]) i C([0,1]) jest norma supremum.



